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Ïîëó÷åíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ èçëó÷åíèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòå-
ðà, ëîêàëèçîâàííîãî â îäíîìîäîâîì ðåçîíàòîðå.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîðåçîíàòîð, êîìáèíàöèîííûé ðåçîíàíñ, øèðîêîïîëîñíîå èç-
ëó÷åíèå, ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí, ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû, êâàíòî-





Ïðîöåññû èçëó÷åíèÿ è ðàññåÿíèÿ îòîíîâ àòîìàìè íåñóò óíäàìåíòàëüíóþ èí-
îðìàöèþ î âåùåñòâå è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ïðîöåññàìè, ëåæà-
ùèìè â îñíîâå ðàáîòû ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ îïòè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Â ïîñëåäíåå
âðåìÿ àêòèâíî èçó÷àåòñÿ èçëó÷åíèå èñêóññòâåííûõ îáúåêòîâ, òàêèõ, êàê êâàíòî-
âûå òî÷êè, ÿìû, ïðîâîëî÷êè, à òàêæå ðàçëè÷íûõ ÷àñòèö â èñêóññòâåííûõ ñðåäàõ ñî
ñëîæíîé ñòðóêòóðîé îòîííîãî ñïåêòðà, êàê â îòîííûõ êðèñòàëëàõ è ò. ï. Ñîõðà-
íÿåòñÿ àêòèâíûé èíòåðåñ ê èçëó÷àòåëüíûì ïðîöåññàì â ìèêðîðåçîíàòîðàõ. Â äàí-
íîé ñòàòüå îïèñàí íîâûé èñêóññòâåííûé èçëó÷àòåëü  àòîìíî-îòîííûé êëàñòåð,
ñîñòîÿùèé èç àòîìîâ è îòîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ìèêðîðåçîíàòîðå. Ïîëó÷åíî êè-
íåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè íåïîäâèæíûõ àòîìîâ â îäíîìîäîâîì
ìèêðîðåçîíàòîðå ïðè óñëîâèÿõ, êîãäà îòîíû ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû íå íàõî-
äÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñ îïòè÷åñêè ðàçðåøåííûìè àòîìíûìè ïåðåõîäàìè, îòñóòñòâóþò
ïîòåðè íà çåðêàëàõ íà ÷àñòîòå ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû, à êâàíòîâûé ïåðåõîä ìåæ-
äó çàäåéñòâîâàííûìè â ïðîöåññàõ àòîìíûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè ÿâëÿåòñÿ
îïòè÷åñêè çàïðåùåííûì. Ôîòîííûé ñïåêòð ñèñòåìû ñîñòîèò èç ëîêàëèçîâàííîé ÷à-
ñòîòû ìèêðîðåçîíàòîðíîé îòîííîé ìîäû è ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ âíåøíåãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ ìèêðîðåçîíàòîðíûìè îòîíàìè íàõî-
äèòñÿ â êîìáèíàöèîííîì ðåçîíàíñå ñ êâàíòîâûì îïòè÷åñêè çàïðåùåííûì àòîìíûì
ïåðåõîäîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü èìåííî îá àòîìíî-îòîííîì êëàñòåðå:
â îòñóòñòâèå âîçáóæäåíèé â îäíîé èç ïîäñèñòåì çàäà÷è  ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìî-
äû èëè àòîìíîãî àíñàìáëÿ  àòîìíî-îòîííûé êëàñòåð íå èçëó÷àåò. Ïðè íàëè÷èè
âîçáóæäåíèé â îáåèõ ïîäñèñòåìàõ è øèðîêîïîëîñíîì âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå ñ íóëåâîé ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ îòîíîâ (âàêóóìíîå ïîëå) âîçìîæíî ñïîíòàí-
íîå èçëó÷åíèå êëàñòåðà èç àòîìîâ è îòîíîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ìèêðîðåçîíàòîðå.
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èñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îäíîìîäîâîãî ìèêðîðåçîíàòîðà ñ Na îäèíàêîâûìè
÷àñòèöàìè è âîçäåéñòâóþùåãî âíåøíåãî ïîëÿ (à) â óñëîâèÿõ êîìáèíàöèîííîãî ðåçîíàí-
ñà (á)
Äàíî îïèñàíèå òàêîãî àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà â òåðìèíàõ ïîëèíîìèàëüíîé àë-
ãåáðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, à åãî èçëó÷àòåëüíàÿ äèíàìèêà ïðåäñòàâëåíà êâàíòîâûìè
ñòîõàñòè÷åñêèìè äèåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèåì Ëèíäáëàäà â
îáðàçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãåáð.
1. Ìîäåëü àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ
àññìîòðèì îäíîìîäîâûé ìèêðîðåçîíàòîð, ñîäåðæàùèé Na îäèíàêîâûõ ÷àñòèö
 àòîìîâ, ìîëåêóë, êâàíòîâûõ òî÷åê è ò. ï. Äëÿ ïðîñòîòû ýòè îäèíàêîâûå ÷àñòèöû
áóäåì èìåíîâàòü àòîìàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ìèêðîðåçîíàòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîáñòâåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ìîäîé ÷à-
ñòîòû ωc è âûñîêîé äîáðîòíîñòüþ íà ýòîé ÷àñòîòå, òàê ÷òî âðåìÿ æèçíè îòîíà
ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì (â ìàñøòàáå ðàññìàòðèâàå-
ìûõ â çàäà÷å âðåìåí).
2. Ñóùåñòâóåò îêíî ïðîçðà÷íîñòè  îáëàñòü ÷àñòîò ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, êî-
òîðûå ìîãóò ñâîáîäíî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïóñòîé ðåçîíàòîð. Ñ÷èòàåì, ÷òî øèðèíà
îêíà ïðîçðà÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü âîç-
äåéñòâèå âíåøíåãî øèðîêîïîëîñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé
ωΓ íà ñèñòåìó ìèêðîðåçîíàòîð ñ Na îäèíàêîâûìè ÷àñòèöàìè. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç
îêíî ïðîçðà÷íîñòè íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó ìîæåò âîçäåéñòâîâàòü òåðìîñòàò-
íîå (âàêóóìíîå) ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.
3. Ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè ÷àñòèö, ïîìåùåííûõ â ìèêðîðåçîíàòîð, õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ýíåðãèÿìè îñíîâíîãî óðîâíÿ E0 è âîçáóæäåííîãî óðîâíÿ E1 , òàêèìè, ÷òî
(E1 − E0)/~ ≡ ω0 ≈ ωΓ − ωc, (1)
òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåõîä E1 → E0 ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêè çàïðåùåííûì è íàõî-
äèòñÿ â êîìáèíàöèîííîì ðåçîíàíñå ñ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäîé è âíåøíèì øèðî-
êîïîëîñíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé ωΓ (ðèñ. 1).
4. Íè ìèêðîðåçîíàòîðíàÿ ìîäà, íè âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå íàõîäÿòñÿ
â ðåçîíàíñå ñ êàêèì-ëèáî îïòè÷åñêè ðàçðåøåííûì ïåðåõîäîì ÷àñòèöû ñ ó÷àñòèåì
çàñåëåííîãî èëè çàñåëåííûõ óðîâíåé. Îòñóòñòâóþò òàêæå äðóãèå äâóõîòîííûå
ðåçîíàíñû ñ ó÷àñòèåì âíåøíåãî ïîëÿ, ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû è ðàññìîòðåííûõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ÷àñòèöû.
Îïèñàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ, êîòîðûé
ïðè îòñóòñòâèè îòîíîâ âî âíåøíåì øèðîêîïîëîñíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
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1. Åñëè ìèêðîðåçîíàòîðíàÿ ìîäà âîçáóæäåíà, à âñå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â îñíîâ-
íîì (íåâîçáóæäåííîì) ñîñòîÿíèè E0 , òî ñèñòåìà íå èçëó÷àåò îòîíû âî âíåøíþþ
ñðåäó.
2. Åñëè â ìèêðîðåçîíàòðíîé ìîäå îòñóòñòâóþò îòîíû, à îäíà èëè íåñêîëü-
êî ÷àñòèö âîçáóæäåíû, òî åñòü çàñåëÿþò ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü E1 , òî ñèñòåìà
òàêæå íå èçëó÷àåò îòîíû âî âíåøíþþ ñðåäó.
3. Åñëè îäíîâðåìåííî â ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäå åñòü õîòÿ áû îäèí îòîí è õîòÿ
áû îäíà èç ÷àñòèö âîçáóæäåíà, òî ñèñòåìà ñïîíòàííî èçëó÷àåò îòîíû ÷àñòîòû ωΓ
âî âíåøíþþ ñðåäó. Òàêîé àòîìíî-îòîííûé èçëó÷àòåëü ñ÷èòàåì âîçáóæäåííûì, â
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, êîãäà õîòÿ áû îäíà èç ïîäñèñòåì íå âîçáóæäåíà (ñâîéñòâà 1
èëè 2).
Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå îáñóæäàåìîãî âîçáóæäåííîãî è íåâîçáóæäåííîãî
àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ âî âíåøíåì øèðîêîïîëîñíîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïî-
ëå àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó âîçáóæäåííîìó èëè íåâîçáóæäåííîìó àòîìó, ðàññìàòðè-
âàåìûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè êîòîðîãî ñâÿçàíû îïòè÷åñêè ðàçðåøåííûì ïåðåõî-
äîì: åñëè ñèñòåìà âîçáóæäåíà, òî îíà ñïîíòàííî èçëó÷àåò îòîí âî âíåøíþþ ñðåäó
è ïðè ýòîì ïåðåõîäèò â íèæíåå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Òî÷íåå, ïðåäñòàâëåí-
íûé àòîìíî-îòîííûé èçëó÷àòåëü àíàëîãè÷åí ïîâåäåíèþ íåñêîëüêèõ îäèíàêîâûõ
àòîìîâ  åñëè ÷àñòü îäèíàêîâûõ àòîìîâ âîçáóæäåíà, òî îíè êîëëåêòèâíî èçëó÷à-
þò îòîíû âî âíåøíþþ ñðåäó. Äëÿ íåñêîëüêèõ àòîìîâ ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ
òàêæå ñâåðõèçëó÷åíèåì [1℄, ïîñêîëüêó ñâîéñòâà èçëó÷åíèÿ çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà
âîçáóæäåííûõ àòîìîâ  ñ ðîñòîì èõ ÷èñëà ñðåäíåå âðåìÿ è äëèòåëüíîñòü èçëó-
÷åíèÿ ñîêðàùàþòñÿ, à èíòåíñèâíîñòü âîçðàñòàåò. Ìåíÿþòñÿ òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà è ãåîìåòðèÿ èçëó÷åíèÿ.
Ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè îïèñàííîãî àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ ïîìèìî
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé áóäåì òàêæå ïðåíåáðåãàòü íàëè÷èåì äðóãèõ ìîä ðåçî-
íàòîðà, ïîòåðÿìè íà çåðêàëàõ, òåïëîâûì äâèæåíèåì àòîìîâ, ýåêòàìè îòäà÷è
ïðè èçëó÷åíèè/ïîãëîùåíèè êâàíòîâ, âûðîæäåíèåì àòîìíûõ óðîâíåé ïî ïðîåêöè-
ÿì óãëîâîãî ìîìåíòà è ïîëÿðèçàöèîííûìè ñîñòîÿíèÿìè êâàíòîâ. Âçàèìîäåéñòâèå
àòîìîâ ñ îòîíàìè ó÷èòûâàåì â ýëåêòðîäèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè. àìèëüòîíèàí
ñèñòåìû ñîñòîèò èç ãàìèëüòîíèàíà èçîëèðîâàííûõ àòîìîâ Ha , ãàìèëüòîíèàíà î-
òîííîé ìîäû Hc , ãàìèëüòîíèàíà øèðîêîïîëîñíîãî âíåøíåãî ïîëÿ (òåðìîñòàòà)
HΓ , îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ è îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû Vc è
îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ øèðîêîïîëîñíûì âíåøíèì ïîëåì VΓ :
H = Ha +Hc +HΓ + Vc + VΓ, (2)




Vc = g(R+ +R−)(c





















(|1〉 〈1| − |0〉 〈0|),
R+
(i) = |1〉 〈0|, R−(i) = |0〉 〈1|.
Çäåñü |0 > è |1 >  ñîáñòâåííûå âåêòîðà ãàìèëüòîíèàíà èçîëèðîâàííîãî àòîìà
ñ ýíåðãèÿìè E0 è E1 , E1 − E0 = ~ω0 , ωc  ÷àñòîòà îòîíîâ ìèêðîðåçîíàòîð-
íîé ìîäû. Èñïîëüçîâàííûå îïåðàòîðà ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì
ñîîòíîøåíèÿì
[R3, R±] = ±R±, [R+, R−] = 2R3, [N, c] = −c, [N, c+] = c+, [c, c+] = 1. (3)
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|Ψ〉 = H |Ψ〉. (4)
Óðàâíåíèå (4) ñîâìåñòíî ñ îïðåäåëåíèåì ãàìèëüòîíèàíà (2), êîììóòàöèîííûìè
ñîîòíîøåíèÿìè (3) è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äàþò ðåøåíèå çàäà÷è îá ýâîëþöèè
àòîìîâ è ïîëÿ â îäíîìîäîâîì ðåçîíàòîðå â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëåäóþò èç (2)(4) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ âíåøíåãî òåðìîñòàòà. Îäíàêî â ñëó÷àå
øèðîêîïîëîñíîãî âíåøíåãî ïîëÿ íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ê ãàìèëüòîíèàíó
(2) ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèâåäåò ê îøèá-
êå, ïîýòîìó ñíà÷àëà íàäî èç èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà (3) ïîëó÷èòü ýåêòèâíûé
ãàìèëüòîíèàí, îòâå÷àþùèé ðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ (1) è ëèøü çàòåì ïðèìåíÿòü
ñòàíäàðòíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé [2℄.
×òîáû ïîëó÷èòü ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è, ñóùåñòâåííî óïðîùàþ-
ùèé óðàâíåíèå (4), ñîâåðøèì óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå [2℄:
|Ψ˜ >= U |Ψ〉 (5)
Ïåðåõîä îò âåêòîðà |Ψ ê íîâîìó âåêòîðó (5) ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì ãà-
ìèëüòîíèàíà:
H˜ = UHU+ − i~U ∂
∂t
U+, (6)





|Ψ˜〉 = H˜ |Ψ˜〉. (7)
Ïðåäñòàâèì óíèòàðíûé îïåðàòîð U ÷åðåç ýðìèòîâ îïåðàòîð
U = e−iS , S+ = S, (8)
à ïðåîáðàçîâàííûé ãàìèëüòîíèàí (6) è S ðàçëîæèì â ðÿäû ïî êîíñòàíòàì âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ îòîíàìè ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäû è òåðìîñòàòà:
S = S(10)+S(01)+S(11)+ . . . , H˜ = H˜(00)+ H˜(10)+ H˜(01)+ H˜(11)+ H˜(20)+ . . . , (9)
ãäå ëåâûé èíäåêñ êàæäîé ïàðû âåðõíèõ èíäåêñîâ óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê ðàçëî-
æåíèÿ ïî êîíñòàíòå ñâÿçè ñ ìèêðîðåçîíàòîðíîé ìîäîé, à ïðàâûé  ïî êîíñòàíòå
ñâÿçè ñ êâàíòîâàííûìè âîëíàìè âíåøíåãî øèðîêîïîëîñíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ (òåðìîñòàòà). Èìååì
H˜(00) = Ha +Hc +HΓ, (10)
H˜(10) = Vc − i[S(10), H˜(00)] + ~∂S(10)/∂t, (11)
H˜(01) = VΓ − i[S(01), H˜(00)] + ~∂S(01)/∂t, (12)
H˜(11) = −(i/2)[S(01), Vc]− (i/2)[S(10), VΓ]− (i/2)[S(01), H˜(10)]−
− (i/2)[S(10), H˜(01)]− i[S(11), H˜(00)] + ~∂S(11)/∂t, (13)




[S(10), H˜(10)]− i[S(20), H˜(00)] + ~∂S
(20)
∂t
, . . . , (14)
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Îòñóòñòâèå îäíîîòîííûõ ðåçîíàíñíûõ ïåðåõîäîâ ïîçâîëÿåò ïîòðåáîâàòü, ÷òî-
áû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ
H˜(10) = 0, H˜(01) = 0. (15)
Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ S(10) è S(01) , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç
óðàâíåíèé (11) è (12) â âèäå
S(10) =
igR+c


















×åðåç H.c. îáîçíà÷åíû îïåðàòîðíûå ñëàãàåìûå, ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûå ïðåäûäó-
ùèì.
Ýåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è H˜ = H˜(00) + H˜(10) + H˜(01) + H˜(11) + H˜(20) ,
îòâå÷àþùèé ðåçîíàíñíîìó óñëîâèþ (1) ïîëó÷àåòñÿ â âèäå
Heff = Hcl +HΓ + Vcl−Γ, (17)
ãäå Hcl = Ha + Hc + H
(St)
 ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, Vcl−Γ 
îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà ñ òåðìîñòàòîì, à ââåäåííûå
îïåðàòîðû H(St) è Vcl−Γ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè







Âûðàæåíèÿ äëÿ Π(St) è Gω íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó â ðåàëüíîì àòîìå ìíîãî
íåðåçîíàíñíûõ óðîâíåé, êîòîðûå äàþò âêëàä â Π(St) è Gω . Êîððåêòíûé èõ ó÷åò
ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì, èçëîæåííûì â ìîíîãðàèè [2℄. Çäåñü æå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü Π(St) è Gω êàê ïàðàìåòðû òåîðèè, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíî Gω ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî âáëèçè ωΓ e¼ ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííîé â ïðåäåëàõ øèðèíû ëèíèè
îäíîðîäíîãî óøèðåíèÿ ïåðåõîäà E1 → E0 .
2. Îïèñàíèå àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ
â îáðàçóþùèõ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû
àìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà Hcl îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçóþùèìè
äâóõ ðàçëè÷íûõ àëãåáð: àëãåáðû îñöèëëÿòîðîâ (èëè åéçåíáåðãà Âåéëÿ: c , c+
+ è N) è àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà: R− , R+ è R3 ). Ýòî ðåçóëüòàò èñïîëü-
çîâàííîé ñòàíäàðòíîé ñõåìû êâàíòîâàíèÿ, à äëÿ ýåêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè íåîáõîäèìî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ãàìèëüòîíèàíà ÷åðåç
îáðàçóþùèå îäíîé àëãåáðû. Âûðàçèì ãàìèëüòîíèàí Hcl ÷åðåç íîâûå îïåðàòîðû,
êîòîðûå ïîçâîëÿò êîðî÷å è íàãëÿäíåå ïðåäñòàâèòü èñõîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Áî-
ëåå êîìïàêòíàÿ çàïèñü ãàìèëüòîíèàíà óäîáíà äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà è ìîæåò
ïîçâîëèòü íàéòè ïîäõîä ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ çàäà÷è.
Åñòåñòâåííî ââåñòè íîâûå îïåðàòîðû X± , ïîçâîëÿþùèå ãîâîðèòü èìåííî îá
àòîìíî-îòîííîì êëàñòåðå:






Òîãäà ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà, êàê è îïåðàòîð åãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê















Ïðè ýòîì îïåðàòîðû X0 , X− è X+ ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè ïîëèíîìèàëüíîé àë-
ãåáðû òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè
[X0, X±] = ±X±, [X−, X+] = pn(X0 + 1)− pn(X0) (20)
è õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
X+X− = pn(X0) = c0
n∏
i=1
(X0 − qi) (21)
òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3) ñ ïàðàìåòðàìè
c0 = −1, q1 = (r −X)/2, q2 = (X − 3r)/2, q3 = (X + r)/2 + 1. (22)
Îïåðàòîðû
X = N −R3 + r, R2 = R+R− +R23 −R3 = R−R+ +R23 +R3
ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè Êàçèìèðà ðàññìàòðèâàåìîé ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû, ïðè-
÷åì íà íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà X íåîòðè-
öàòåëüíû, à îïåðàòîðà R2 ðàâíû r(r + 1) .
Ïîëèíîìèàëüíûå àëãåáðû ââåäåíû Â.Ï. Êàðàñåâûì â 1993 ã. [3℄ è ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé àäåêâàòíûé àïïàðàò äëÿ îïèñàíèÿ êëàñòåðíûõ ñîñòîÿíèé. Â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ àëãåáðà ñîâïàëà ñ
ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðîé, âîçíèêàþùåé â çàäà÷å Òàâèñà Êàììèíãñà [4℄, ïîýòî-
ìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, íàéäåííûìè â [4℄.
Â äàííîé ñòàòüå ñëåäóåì îáîçíà÷åíèÿì ëåêöèè [5℄.
3. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ
Äëÿ âûâîäà êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé àòîìíî-îòîííîãî èçëó÷àòåëÿ áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå |Φ0〉 âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ δ -
êîððåëèðîâàíî:
〈Φ0|b+ω bω′ |Φ0〉 = n(ω)δ(ω − ω′), 〈Φ0|bωb+ω′ |Φ0〉 = (1 + n(ω))δ(ω − ω′), (23)
〈Φ0|bωbω′ |Φ0〉 = 〈Φ0|b+ω b+ω′ |Φ0〉 = 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåðìîñòàò
ñ ïëîòíîñòüþ îòîíîâ n(ω) íà ÷àñòîòå ω . Îáû÷íîìó ýëåêòðîìàãíèòíîìó âàêóóìó
îòâå÷àåò n(ω) = 0 .
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[B(t, t0), B
+(t, t0)] = (t− t0), dB ≡ B(t+ dt, t0)−B(t, t0),
ïðè÷åì ïðîèçâåäåíèÿ èíêðåìåíòîâ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ïîä÷èíÿþòñÿ àëãåáðå
dB+(t) dB(t) = N dt, dB(t) dB+(t) = (1 +N) dt,
dB(t) dB(t) = dB+(t) dB+(t) = dt dt = dt dB(t) =
dt dB+(t) = dB(t) dt = dB+(t) dt = 0.
(24)
Óðàâíåíèå åéçåíáåðãà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïåðàòîðà A àòîìíî-îòîííîãî êëà-
ñòåðà èìååò âèä êâàíòîâîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ













{(n+ 1)(X+[A,X−] + [X+, A]X−) + n(X−[A,X+] + [X−, A]X+)},
χ = 2piG2(ωΓ), n = n(ωΓ).
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëî äèåðåíöèðîâàíèÿ Èòî
d(A1A2) = (dA1)A2 +A1dA2 + (dA1)(dA2).
Èç óðàâíåíèÿ (25) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû















n(ρX−X+ +X−X+ρ− 2X+ρX−). (27)
Ïîëó÷åííûé ðåëàêñàöèîííûé îïåðàòîð èìååò îðìó Ëèíäáëàäà [6℄, è ïîýòîìó
åãî âèä ñîâïàäàåò ñ ðåëàêñàöèîííûì îïåðàòîðîì [7, 8℄, îïèñûâàþùèì ñïîíòàííûé
ðàñïàä àòîìà èëè ãðóïïû àòîìîâ ïðè ðåçîíàíñíîì âçàèìîäåéñòâèè ñ òåðìîñòà-
òîì. àçíèöà ëèøü â êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèÿõ äëÿ îïåðàòîðîâ, îáðàçóþùèõ
ðåëàêñàöèîííûé îïåðàòîð. Â ñëó÷àå àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà îáðàçóþùèå ïðè-
íàäëåæàò ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðå òðåòüåãî ïîðÿäêà, òîãäà êàê â ñëó÷àå îáû÷íîãî
ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìîâ èëè ãðóïïû àòîìîâ îáðàçóþùèå ïîä÷èíÿþòñÿ êîì-
ìóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì su(2)-àëãåáðû èëè àëãåáðû óãëîâîãî ìîìåíòà. Ïî-
ñëåäíþþ, âïðî÷åì, ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâëÿòü êàê ïîëèíîìèàëüíóþ àëãåáðó âòî-
ðîãî ïîðÿäêà [35℄. Ïðè ýòîì ïîëèíîìèàëüíûå àëãåáðû òðåòüåãî è áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêîâ  áåñêîíå÷íîìåðíûå, òî åñòü âîîáùå ãîâîðÿ íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàìè Ëè.
Îò ñëó÷àÿ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àòîìà èëè ãðóïïû àòîìîâ îòëè÷àåòñÿ òàê-
æå ¾íåâîçìóùåííûé¿ ãàìèëüòîíèàí àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà Hcl . Îí ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì!
4. Ê ðåøåíèþ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü êàê àíàëèòè÷åñêîãî, òàê è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êè-
íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (26)(27), íåîáõîäèìî èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìèàëüíîé
àëãåáðû (20)(22). Çäåñü ñëåäóåì ðàáîòå [4℄ (ñì. òàêæå [5℄).
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Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëèíîìèàëüíóþ àëãåáðó âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîðîæäåííóþ àë-
ãåáðîé su (2) ñ çàìåíîé îïåðàòîðà Êàçèìèðà R2 íà åãî çíà÷åíèå r(r+1)I íà íåêî-
òîðîì íåïðèâîäèìîì ïðåäñòàâëåíèè (I  åäèíè÷íûé îïåðàòîð), êàê Rr . Ïðè ýòîì
ãåíåðàòîðû àëãåáðû è ïàðàìåòð íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îòìå÷àåì òèëüäîé:
R˜− , R˜+ , R˜3 è r˜ . Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ è ñòðóêòóðíûé ïîëèíîì àëãåáðû
Rr˜ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
[R˜3, R˜±] = ±R˜±, [R˜+, R˜−] = 2R˜3 = p2(R˜3)− p2(R˜3 + 1),




i = −(R˜3 + r˜)(R˜3 − r˜ − 1),
C0 = −1, C1 = 1, C2 = r˜(r˜ + 1).
Ñëåäóÿ [4℄, áóäåì ãîâîðèòü î ïðåäñòàâëåíèè ñ çàäàííûì X êàê î çîíå ñ íîìå-
ðîì X . Åñëè X < 2r , òî ýòî áëèæíèå çîíû, åñëè X > 2r , òî äàëüíèå çîíû, åñëè
X = 2r , òî ãðàíè÷íàÿ çîíà. Íà÷àëüíûå äàííûå îáû÷íî ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñ-
ëî áëèæíèõ è äàëüíèõ çîí, ïîýòîìó ñðåäíèå ðàçëè÷íûõ îïåðàòîðîâ, êàê ïðàâèëî,
ìàëî èçìåíÿòñÿ ïðè ó÷åòå èëè íåó÷åòå åùå îäíîé ãðàíè÷íîé çîíû.





+ R˜3, X+ =
√
X − r + R˜3R˜+, X− = R˜−
√
X − r + R˜3. (28)
Ýòè îòîáðàæåíèÿ àíàëèòè÷íû è îáðàòèìû, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé R˜3 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [−r, r] , òàê ÷òî ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ ïîëî-
æèòåëüíû.
Â äàëüíèõ çîíàõ ðàçìåðíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ àòîì-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â òåðìèíàõ àòîìíî-ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ èìååì




















c âåðíî íà ñîñòîÿíèÿõ, íå èìåþùèõ
ïðîåêöèè íà âàêóóìíûé âåêòîð ïîëÿ.
Ïîñêîëüêó ïðåäñòàâëåíèå X− = R˜−
√
X − r + R˜3 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
X− =
√
X − r + 1 + R˜3 R˜− , òî äëÿ ñåðåäèíû ñïåêòðà ïîäêîðíåâûõ âûðàæåíèé ñëå-
äóåò èç îäíîãî âûðàæåíèÿ X − r , à èç äðóãîãî âûðàæåíèÿ X − r + 1 . Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ X− ïðàâèëüíåå âçÿòü ñðåäíåå àðèìåòè÷å-
ñêîå: X− ≈
√
X − r + 1/2 R˜− [4℄. Òîãäà
X− = (Ωz/2)
√
1 + βz(R˜3 + 1/2)R˜−, X+ = R˜+(Ωz/2)
√
1 + βz(R˜3 + 1/2), (29)
Ωz = 2
√
X − r + 1/2, βz = 1
X − r + 1/2 . (30)
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Â áëèæíèõ çîíàõ ðàçìåðíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìåíüøå ðàçìåðíî-
ñòè èíâàðèàíòíîãî àòîìíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó êîîïå-
ðàòèâíîìó ÷èñëó r . Â òåðìèíàõ àòîìíî-ïîëåâûõ îïåðàòîðîâ èìååì


















Ñïðàâåäëèâû òàêæå îðìóëû (29) ñ ïàðàìåòðàìè
Ωz = 2
√




4r −X + 1 .
Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåòðû βz â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ìà-
ëîñòè è èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè âîçìóùåíèé, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àè áëèæíåé
è äàëüíåé çîí åäèíûì îáðàçîì. Òîãäà â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååì
X− = ΩzR˜+/2, X+ = ΩzR˜−/2
è ðåëàêñàöèîííûé îïåðàòîð àòîìíî-îòîííîãî êëàñòåðà îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà â
îáû÷íîì ñëó÷àå ñïîíòàííîãî ðàñïàäà àòîìîâ ëèøü íàëè÷èåì îáîáùåííîé ÷àñòîòû
àáè Ωz .
Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîåññîðó Â.Â. Ñàìàðöåâó çà ïðèãëàøåíèå
ïðî÷èòàòü ëåêöèþ íà XII Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé øêîëå ¾Êîãåðåíò-
íàÿ îïòèêà è îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ¿.
Summary
A.M. Basharov. The Lindblad Equation within the Framework of Polynomial Algebra for
Radiation Desription from Atom-Photon Cluster.
Kineti equation was obtained for desription of radiation from atom-photon luster
loalized in a single mode avity.
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